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Introduccion

Este folleto contiene las notas de una conferencia impartida
por el autor el 3 y 7 de abril de 1978 en la Facultad de Cien-
cias Exactas y Geografia de la Universidad de La Habana.
Se publico en la serie Conferencias de la coleccién Vinculos
Matemadticos 16-1992 del Departamento de Matemadticas de
la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional Auténo-
ma de México. Los cambios han sido minimos, simplemente
para facilitar la lectura de algunas lineas.

Encuentro 1til este material para ilustrar ciertas técnicas
de demostracion usadas en andlisis elemental. Para demos-
trar teoremas bdsicos sobre funciones continuas en intervalos
cerrados y acotados, se emplean razonamientos basados en
el axioma del supremo, en el teorema del encaje y en una
version infantil de las cortaduras de Dedekind.

Espero que sea de utilidad para maestros y estudiantes.

Agradezco a RODOLFO ALCARAZ IRIBERRI por su partici-
pacion en la correccion de errores de la presente edicion.

MANUEL LO6PEZ MATEOS
manuel@cedmat.net
http://cedmat.net

9 de diciembre de 2018
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Capitulo 1

La recta real

1.1. Axioma de Dedekind

La ponencia tiene por objeto exhibir la manera como incor-
poramos nuestra concepcién intuitiva de recta a la definicion
axiomadtica de los nameros reales via el Axioma de Dedekind
(o alguno equivalente como el del supremo) y cémo de ahi
podemos generar técnicas para demostrar propiedades de
funciones continuas definidas en intervalos cerrados finitos
que constituyen, al fin de cuentas, versiones de distinto tipo
acerca de nuestra consideracion de la recta como un continuo
y que involucran ya el concepto de funcién y de continuidad.

La importancia de esta vision acerca de ciertas propieda-
des baésicas radica en el hecho de presentar a los ntiimeros
reales mas alld de un acartonado conjunto de axiomas.

Las propiedades de campo ordenado y arquimediano que
caracterizan algebraicamente a los ntimeros reales nos apare-
cen claras y necesarias a partir del afdn de obtener operacio-
nes cerradas. Su descripcién como el conjunto de todas las
expansiones decimales (vamos a exceptuar las colas de nue-
ves) la entendemos a partir de medir longitudes.

Sin embargo, la estructura algebraica de los racionales
conforma también un campo ordenado, jdenso! y arquime-
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La recta real

diano; es claro que podemos acercarnos tanto como quera-
mos a la longitud de un segmento usando exclusivamente
sucesiones de racionales.

La limitacién de trabajar con los racionales se manifiesta
al notar que no constituyen un buen modelo de la recta (no
son suficientes para representar cada punto de la recta); y es
que asi definidos, los racionales tienen huecos mientras que
nosotros concebimos a la recta como continua, sin huecos.

En términos formales podemos expresar esa oquedad de
los racionales corroborando la posibilidad de descomponerlos
en conjuntos A y B no vacios, ajenos, cuya unién sea Q y
tales que

acAybeB=a<hb,

\Y4
X >

Figura 1.1 Cada elemento de A es menor que cada elemento de B.

con la propiedad de que A no tenga elemento maximo ni B
tenga elemento minimo. Por este procedimiento estariamos
localizando un hueco. En términos burdos, la oquedad en los
racionales significa que si damos un tajo, un corte en la recta,
podemos irnos a través sin tocar un racional.

Por ejemplo, si definimos el conjunto A como los raciona-
les negativos, el cero y los racionales positivos de cuadrado
menor que 2 y el conjunto B como los racionales positivos de
cuadrado mayor que 2, serd f4cil corroborar que

ANB=0,AUB=Q;acAybeB=a<h,

A no tiene elemento maximo y B no tiene elemento mini-
mo.

Insistiendo en considerar la recta como un continuo, si el
procedimiento anterior caracteriza a los huecos, en nuestro



1.1. Axioma de Dedekind

afan de buscar un buen modelo para la recta podemos exigir de
los reales, ademds, que donde demos tajos nos encontremos
con algtn real.

iEsto es lo que estd detras del axioma de Dedekind! Enun-
ciémoslo:

1.1. Axioma. (de DEDEKIND") Consideremos los reales clasifica-
dos segiin dos conjuntos A y B, no vacios, ajenos, cuya union sea
R y tales que

acA y beB = a<hb.

Entonces existe un punto « € R tal que « es el mdximo de A o el
minimo de B, y

X< => xXxXEA, a<x = x€B.
Al punto o le llamaremos punto de corte.

¢Quiénes son entonces los ntimeros reales?: Un campo or-
denado, arquimediano y que cumple el axioma de Dedekind,
es decir continuo. Describir asi a los reales es como afirmar:
“Para nosotros los reales son como las rectas”.

Veamos como partiendo de esto podemos desarrollar téc-
nicas claras y con valor did4ctico para demostrar algunas
propiedades basicas.

Hemos expuesto hasta aqui una presentacioén breve de los
reales (s6lo un aspecto, su completez).

La insistencia en el tipo de presentaciéon se debe a que
tradicionalmente los estudiantes conciben a los reales como
un conjunto de axiomas algebraicos y de orden mds un mis-
terioso axioma del supremo. Al no resaltar la diferencia de

™La mas profunda y mds importante de las propiedades fundamen-
tales de los ntimeros reales”, LANDAU, Differential and Integral Calculus,

pégina 9.



La recta real

trabajar con Q o con R (aunque se diga que Q no cumple tal
misteriosa propiedad) nos podemos topar con dificultades al
explicar las propiedades que veremos a continuacion.

En primer lugar demostremos la equivalencia entre el axio-
ma de Dedekind y del supremo. Supondremos vélido el axio-
ma de Dedekind y demostraremos la siguiente

1.2. Proposicién. (Axioma del Supremo). Si C es un conjunto
no vacio de niimeros reales acotado superiormente entonces existe
o € R tal que o« = sup C.

La demostracion consistird en localizar el punto de corte
generado por el conjunto de las cotas superiores de C y su
complemento, probaremos entonces que el corte es el minimo
del conjunto de las cotas superiores de C y por lo tanto el
supremo de C.

Demostracién. Definamos el conjunto B como el conjunto
de ntimeros reales que son cota superior del conjunto C en
cuestiéon y A como el complemento de B.

Corroboremos que los conjuntos A y B constituyen una
descomposicion de IR segtin el axioma de Dedekind:

i) B es no vacio porque C estd, por hipétesis, acotado su-
periormente, es decir existe al menos una cota superior
de C y por lo tanto al menos un elemento en B.

A es no vacio: si ¢ € C consideremos a € Rcon a <c; a
no es cota superior de C ya que es excedida por c.
Por lo tanto a ¢ B, es decir a € A.

ii) Claramente ANB=0y AUB =R.

iii) Sia € Ay b € B no podemos tener b < a.
Si fuera el caso, como a € A no es cota superior de C,
existe entonces algiin ¢ € C tal que a < c.
Tendriamos asi b < ¢ contradiciendo que b € B.
Tenemos entonces que a < b.



1.2. Teorema del encaje

En efecto, A y B constituyen dicha descomposicién, por
lo tanto existe un punto o € R tal que « es el médximo de A
o el minimo de B, y

XxX<x => X€A, x> = x¢€B.

Afirmamos que « ¢ A ya que si x € A entonces  no seria
cota superior de C y podriamos encontrar ¢ € C con « < c.

De aqui
x+c

x < 3

<cC

Ahora bien,

ax+c
@ < —— por lo tanto

“eB,
pero @ < &< < ¢, por lo tanto no es cota superior de C y
x < %€ € A contradiciendo el hecho de que ANB = .
Tenemos entonces que « € B y es, por el axioma de Dede-
kind, su elemento minimo (x es el méaximo de A o el minimo
de B).
Hemos localizado un punto « € R que es el minimo de
las cotas superiores de C, es decir

o =sup C. ¢

Del procedimiento empleado en esta demostraciéon pode-
mos facilmente desprender una demostracién de la proposi-
cion inversa.

1.2. Teorema del encaje

Al contar con estos principios equivalentes como la caracte-
ristica en iiltima instancia de los nimeros reales podemos, con
base en ellos, es decir teniendo presente, usando la concep-
cién de los reales como un continuo, desarrollar una primera
técnica muy interesante expresada en el teorema del encaje.
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La importancia del teorema radica en que nos permitira,
al considerar sucesiones de intervalos donde cada uno esta
contenido en el anterior, localizar a puntos en R con deter-
minada propiedad, acorraldndolo

Respecto a los intervalos, diremos que {Jn} = {[an, bnl} es
una sucesién decreciente de intervalos cerrados si

ho2hal22m2.
Esto lo podemos expresar también de la siguiente manera:
Si m >n entonces Jn 2 Jm.

2.1. Teorema. (del encaje). Si {Jn} = {[an, bnl} es una sucesion
decreciente de intervalos cerrados y acotados, entonces existe algiin
o € IR comiin a todos ellos.

Demostracién. Denotaremos con A el conjunto de extremos
izquierdos a, de los intervalos y con B el conjunto de los
extremos derechos by,.

Claramente a,, < by, para cualquier n y m.

Esto nos indica que el conjunto A estd acotado superior-
mente y el B inferiormente ya que cada elemento de B es una
cota superior de A y cada elemento de A es una cota inferior
de B.

Por el axioma del supremo existe « € IR con la propiedad

x =sup A.
Aseguramos que
(0.9]
x € ﬂ Jn.
n=1

El nimero « es mayor o igual que cada a, porque es cota
superior de A.



1.2. Teorema del encaje

El namero o es menor o igual que cada by, porque las b,
son cotas superiores de A y o es la minima.
Tenemos entonces que

ango‘gbn, TL:1,2,..,,

Es decir

x € ﬂ Jn. ¢
n=I1

Debemos notar que del teorema no podemos desprender
la unicidad de « mds que fortaleciendo las hipétesis.

Si exigimos que la longitud de los intervalos de la suce-
sién tienda a cero podremos comprobar la unicidad, es decir,
si la sucesién decreciente de intervalos es tal que

n—o0

tendremos que o es tinico.
En efecto, ya que si « y o’ son dos puntos que pertenecen
a cada J (supongamos que « < «') tendremos

0 < o' — a < (Jn), para cada n.

Luego
Wn) —> 0 implica que o = .
n—oo

Este punto « tnico tiene la propiedad de que cualquier ve-
cindad abierta de « contiene algtn J,. Es facil ver que s6lo
un ntmero finito de los intervalos ], estan fuera de cualquier
vecindad de «.

Sea pues V,(«), ¢ > 0, una vecindad abierta con centro en
o y radio ¢. Localizaremos algtn intervalo J, tal que J, C
Ve (o).

Al suponer que

n—oo
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tenemos que & = sup A = inf B. Por lo tanto « — ¢ el extremo
izquierdo de la vecindad no es cota superior de A y entonces
hay algtin a;;, que cumpla

x—e < apm < A

Anédlogamente, x + ¢ no es cota inferior de B y entonces hay
algan b, que cumpla

oa < bp <oa+te.
Si hacemos n = max{m, p} podemos asegurar que
x—e<ap<a<bp<a+te,

es decir que [an, bn] = Jn C V().
Podemos reenunciar el teorema incorporando todo lo an-
terior.

2.2. Teorema. (del encaje). Si {Jn} = {[an, bnl} es una sucesion
decreciente de intervalos cerrados y acotados tal que

n—o0

entonces existe « € R #inico comiin a todos ellos tal que cualquier
vecindad V¢ () contiene algiin J.

1.3. Principio del punto de
acumulacién

[lustraremos la utilidad del teorema del encaje al demostrar

el principio del punto de acumulacién de BoLZANO-WEIERSTRASS
considerado por COURANT como “jugador del papel princi-

pal en la discusion rigurosa de los fundamentos del anélisis”.
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3.1. Teorema. (de BoLZzANO-WEIERSTRASS). Si C es un conjunto
de miimeros reales, infinito y acotado, entonces existe al menos un
niimero real que es punto de acumulacion de C.

Demostracién. Denotemos con J; = [aj, by] al intervalo cuyo
extremo izquierdo y derecho es, respectivamente, una cota
inferior y una cota superior de C. Claramente C C J; donde
L(J1) = b1 — aj. Sea my el punto medio de J;, es decir

ai + by
my ==

Podemos afirmar que en alguno de los dos subintervalos (al
menos uno) [aj, mi] o [my, bj] contiene una infinidad de pun-
tos de C (de contener cada uno sélo un numero finito de
puntos de C la unién, que es J; contendria a su vez sélo un
numero finito de puntos de C).

Llamamos J; a dicho subintervalo (si los dos contienen
una infinidad de puntos de C elegimos cualquiera). Tenemos

que
2h y W)=l =2
Subdividamos ], a la mitad generando dos intervalos. El
mismo argumento expuesto arriba entre paréntesis nos con-
duce a asegurar que alguno de los dos intervalos contiene
una infinidad de puntos de C. Sea J3 dicho intervalo. Clara-
mente

b] — 4
22

1
2227 y Ws)=5U2) =
Repitiendo el procedimiento seleccionamos J4, vemos que

Ji2)22)32)a y 1(14))=b12_3a]'




10

La recta real

Al continuar ad infinitum este procedimiento habremos
generado una sucesion {J,,} donde cada J, contiene una infi-
nidad de puntos de C. Esta sucesion de intervalos cerrados y
acotados es decreciente y

b1 —aq

l(Jn) = — 0,

I

El teorema del encaje nos permite afirmar que existe « €
R Ginico comun a todos los ], y tal que cualquier vecindad
abierta de « contiene algtn J,.

Aseguramos que o es un punto de acumulacién de C.

En efecto, cualquier vecindad de o contiene algtn J, de
la sucesion y por lo tanto una infinidad de puntos de C. ¢

Notese que « no tiene, necesariamente, que pertenecer a
: 1
C, por ejemplo {= }.

Si resulta molesta la frase de “continuar ad infinitum el
procedimiento” en la demostracién, podemos a partir de J;
generar ], de la manera indicada y proceder por induccion,
dado J,, generamos ], 1 como a partir de J; generamos J,.

8 + p &

1.4. Teorema de Heine-Borel

En el principio del punto de acumulacién usamos el teorema
del encaje para acorralar al punto de acumulacién en cues-
tion. Podemos emplearlo para demostrar propiedades globa-
les por reduccién al absurdo. Construimos una sucesion de
intervalos suponiendo la negacién de la propiedad a demos-
trar y llegamos a una contradiccién a nivel local.

Para ilustrar este método probaremos una version ligera
del teorema de Heine-Borel. Adoptamos la disminucién en
aras de la claridad didéactica.

4.1. Teorema. (de HEINE-BOREL). Consideremos el intervalo ce-
rrado [a, b] y supongamos que a cada punto x € [a, b] se le asocia
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una vecindad abierta V(x). Claramente

UV D [a,bl.

x€la,b]

Aseguramos que basta una coleccion finita de estas vecindades para
cubrir el intervalo [a, b].

Demostracién. Supongamos que no existe ninguna subco-
leccion finita de las vecindades dadas que baste para cubrir
el intervalo [a, b].

Sea J1 = [a, b], sulongitud es 1(J;) =b —a.

Dividimos J; por la mitad en los intervalos [a, my] y [my, b].
Alguno de estos dos subintervalos no se podré cubrir con un
nimero finito de las vecindades dadas ya que de cubrirse
ambos con un numero finito de dichas vecindades, la unién,
que es [a,b], se podria cubrir con la suma de ellos. Sea ],
dicho subintervalo. Tenemos que

b—a
>

Ji2)2 y W2 =

Repitiendo el procedimiento localizamos Js.
Por induccién generamos una sucesion de intervalos con
las siguientes propiedades:

i) Cada J, es tal que no basta una subcoleccién finita de
las vecindades dadas para cubrirlo.

ll) In2]n+11n:112/----

i) 1(],) = 2=% 0.

2T nsoo

Por el teorema del encaje existe &« € R tnico, comtn a
todos los J y cada vecindad de « contiene algtn J,.

Como J; = [a,b] tenemos que o € [a,b] y por lo tanto
le esta asociada una vecindad V(«). Pero esta V() contiene
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algtn J,, y {V(«)} constituye una subcoleccién finita de las ve-
cindades dadas. Ella es suficiente para cubrir al incubrible J,.
jHemos llegado a una contradiccion! Por lo tanto la hipoétesis
de no existencia de la subcoleccién finita con la propiedad
requerida es insostenible y el teorema se cumple. ¢

La importancia de la técnica del teorema del encaje para
demostrar ciertas propiedades bdsicas no radica necesaria-
mente en ser la mas simple sino de las méas didécticas porque
mantiene presente la continuidad de los reales.

Presentamos otra demostracion del teorema de Heine-
Borel basada directamente en el axioma del supremo.

Consideremos las hipétesis del teorema anterior y defi-
namos el conjunto C como el conjunto de puntos x mayores
que a y menores o iguales que b con la propiedad de que el
intervalo [a, x] puede cubrirse con una subcoleccién finita de
las vecindades dadas.

El conjunto C es no vacio. Basta seleccionar x en la ve-
cindad correspondiente a a, ademads C estd acotado superior-
mente por b.

Por el axioma del supremo existe x € R tal que « =
sup C.

Como b es cota superior de C, o < b.

Mostraremos que no puede darse la desigualdad estricta;
de ser asi tendriamos la siguiente situacién

a o b

| | |
| | | >
Figura 1.2 El punto « estd a la izquierda de b.
Consideremos la vecindad V() asociada a «, el nimero

o — € no es cota superior de C, por lo tanto existe ¢ € C tal
que x — ¢ < ¢ < o, como se muestra en la figura.
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Figura 1.3 o — € no es cota superior de C por lo tanto es excedido
por algtin ¢ € C.

Como [a,c] puede cubrirse con un nimero finito de las
vecindades dadas, [a, b] también; es decir « € C. Como o« < b
existe d € [a, b] tal que

a<d< x+e.
a o 4 b
I

| (| |
| T /] >
® +€

Figura 1.4 También se puede cubrir [a, d].

Pero esto significa que [a, d] podria cubrirse con las mis-
mas vecindades que [a, ] contradiciendo el hecho de que «
es cota superior de C.

Esto corrobora la imposibilidad de tener & < b.

Por lo tanto o = b, es decir el intervalo [a, b] puede cu-
brirse con una subcoleccién finita de las vecindades dadas.

¢

Mais adelante veremos otras modalidades de esta técnica.



Capitulo 2

Funciones continuas

En la seccién anterior ilustramos una técnica de demostra-
ciéon basada en definir un conjunto no vacio y acotado su-
periormente que cumpla con cierta condicién de la cual nos
interesa verificar que satisface un intervalo. Si logramos con-
cluir que el supremo de dicho conjunto es el extremo derecho
del intervalo habremos completado la demostracion.

El teorema del encaje se usa para acorralar algtin punto
con cierta propiedad o para, en base a negar la propiedad
global a demostrar, generar una contradiccién a nivel local.

Emplearemos estas técnicas para demostrar algunas pro-
piedades basicas de las funciones continuas definidas en in-
tervalos cerrados.

2.1. Teorema del valor intermedio

El teorema dice basicamente que si queremos ir de la parte
negativa a la parte positiva de los nimeros reales tenemos
que pasar por el cero.

1.1. Teorema. (del valor intermedio). Si f: [a,b] — R es con-
tinua y f(a)f(b) < 0 entonces existe « € (a,b) tal que f(x) = 0.

14
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Demostracién. Supongamos que f(a) < 0y f(b) > 0, enton-
ces [a, b] es un intervalo donde la funcién cambia de signo.
Le llamamos Jj.

Dividimos por la mitad a J;. En alguno de los dos subin-
tervalos la funcién cambia de signo. De no ser asi tendriamos
dos posibilidades.

i) La funcién no cambia de signo en cada intervalo, siendo
negativa en el primero y positiva en el segundo. En este
caso la funcién se anula en el punto de divisién y el
teorema queda demostrado.

ii) La funcién mantiene el mismo signo en los dos subinter-
valos con lo cual no habrd cambio de signo en la unién,
que contradice la hipotesis.

Llamemos J; a dicho subintervalo.
Repitiendo el procedimiento ad infinitum generamos una
sucesion de intervalos {J,,} con las siguientes propiedades:

i) La funcién cambia de signo en cada J,

ii) In 2 Jn+1/

i) 1(],) = 2=% 0.

2T nsoo

Por el teorema del encaje existe o« € R tinico tal que
(0.¢]
o€ (Jn
n=1
y cada V(«) contiene algtn J,. Aseguramos que f(x) =0

Supongamos que f(a) > 0. Elijamos 0 < ¢ < d(f(w),0).
Por continuidad en « existe 6 > 0 tal que

f(V@(OC)) CV; (f(o‘))/
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esto implica que f no cambia de signo en Vs(«).

Pero Vj(«) contiene algiin J, y f cambia de signo en J.
Esto constituye una contradicciéon que vuelve insostenible la
suposicién de que f(x) > 0.

De manera andloga podemos convencernos de la imposi-
bilidad de que f(«) < 0.

Sélo nos queda admitir que f(«) = 0. ¢

Otra demostracion del teorema
del valor intermedio

Supongamos que f(a) < 0. Definamos el conjunto C = {x €
(a,b]:fes <O0en [a,x]}. Veamos que C # 0.

Si 0 < e < [f(a)] por continuidad existe & > 0 tal que si
[x — a| < & entonces |f(x) —f(a)| < ¢, lo cual implica que f es
< 0 en [a,x] para x tal que |[x — a| < 8.

C estd acotado superiormente por b, por lo que podemos
asegurar que existe « € R tal que « = sup C.

Aseguramos que f(x) = 0.

Si f(a) < 0 podriamos obtener, por ser f continua, para
0 < & < [f(x)| un namero & > 0 tal que

x€(ax—9%,a+d) = f(x) e Vg(f(oc)).

Es decir, existe x tal que « < x < «+ 0 con f < 0 en [a,x] lo
cual significa que x € C contradiciendo que x es cota supe-
rior de C.

Si f(x) > 0, por continuidad, para 0 < ¢ < f(«) existe
5 > 0 tal que

x€(a—9,a+0d) = f(x) evg(f(oc)).

Como o = sup C entonces a — 6 no es cota superior de C,
por lo tanto existec e Cconx—d <c<ayce€ (x—0) =
f(c) > 0, peroc € C = f(c) < 0 lo cual constituye una
contradiccién.
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Por lo tanto f(«) = 0. ¢

Variacién (complicacién) sobre el mismo tema

Supongamos definido el conjunto C de la demostracién ante-
rior y consideremos el conjunto B de las cotas superiores de
Cy A =B

Facilmente corroboramos que A y B constituyen una des-
composiciéon de R segin el axioma de Dedekind. Sea « el
corte. Aseguramos que f(x) = 0.

Si f(ax) < 0 existe (por continuidad) & < ¢ < &+ tal que
f(c) < 0. Como « < c entonces ¢ € B.

Seax <c<d< a+dconf(d) <O, porlo tanto f es < 0
enla,dlydeC.

Es decir, encontramos un elemento de C que excede a
c por lo cual ¢ no es cota superior de C, es decir x € A
contradiciendo que ANB = (.

Si f(ax) > 0 entonces es posible encontrar o« — 0 < ¢ < «
con f(c) > 0. Como ¢ < « entonces ¢ € A.

Sea x — 0 < d < ¢ < « se tiene que f(d) > 0. Esto significa
que f no permanece < 0 en [, d] y por lo tanto c es cota
superior de C, es decir ¢ € B, contradiciendo AN B = ().

No queda mas que admitir que f(o) = 0. ¢

2.2. Teorema de Bolzano

2.1. Teorema. (de Borzano). Si f: [a,b] — R es continua en-
tonces estd acotada.

Demostracién. Supongamos que no es asi, que f no esté aco-
tada en [a,b] = J;.

Dividamos J; por la mitad, f no estd acotada en alguno de
los subintervalos pues si estuviera acotada en ambos estaria
acotada en la unién. Sea ], dicho subintervalo.



Funciones continuas

Claramente

b—a
7

202y W) = 5l(0h) =

Repitiendo el procedimiento generamos una sucesioén de
intervalos cerrados y acotados con las siguientes propieda-
des:

i) f no esta acotada en cada J;.
ii) Jn 2 Jns1-

b—a 0
on—1 n:zo )

i) WJn) =

Por el teorema del encaje existe @ € R tnico tal que « €
Mo Jn y cada vecindad V(«) contiene algun Jy,.

Por construccién f(Jy,) no estd acotada.

Por continuidad f(Jn) C Ve (f(a)).

Esta contradiccion significa que la hipétesis de no acota-
miento de f en [a, b] es insostenible, por lo tanto se cumple
el teorema. ¢

Otra demostracion

Sea C el conjunto de puntos a < x < b tales que f estd
acotada en [a, x].

Aseguramos que C # (). En efecto, como f es continua en
o, para cada ¢ > 0 existe & > 0 tal que

f(Vs(a) Nla,b]) C Ve(f(a)).

Cada x € (a, a+ 6) cumple entonces con que f esta acota-
da en [a,x], es decir x € (aq,a+08) = x € C.

C estd acotado superiormente (por b).

Por el axioma del supremo existe x € R tal que « =
sup C.

Como b es cota superior, @ < b.
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Veamos la imposibilidad de que o« < b.

Como f es continua en «, f esta acotada para cierta vecin-
dad de radio & de «.

Como « =sup C, existe c € Ccon x — 6 < c < x y tal que
f estd acotada en [a, c].

Existe a su vez d tal que o < d < «+ 06 y que f esta aco-
tada en [c, d] lo cual nos permite asegurar que f estd acotada
en [a,d] y que, por lo tanto, d € C contradiciendo que « es
cota superior.

Tenemos entonces que o« = b. ¢
Variacion
Consideremos el conjunto C de la demostracién anterior y
definamos el conjunto B de las cotas superiores de C y A =
B€.

Podemos facilmente comprobar que A y B constituyen
una descomposicion de la recta segtin el axioma de Dede-
kind. Sea « el corte. Aseguramos que « = b.

No podemos tener que b < o ya que eso significaria que
b € A contradiciendo que b es cota superior de C.

Si & < b tenemos que por continuidad f estd acotada en
alguna vecindad de « de radio 6 > 0.

Como ax— 06 < o, x — 6 € A, es decir que no es cota supe-
rior de C, por lo tanto existe ¢ € C tal que x — 6 < ¢ < . Si
x < d < o+ d entonces f esta acotada en [c, d]. Por lo tanto f
estd acotada en [a,d] y d € C. Como « < d entonces d € B.
Es decir, d es cota superior de C. Perosi x <d < d' < a+ 8
tendremos que d’ € C concluyendo que d no es cota superior
de C. Por lo tanto d € A lo cual contradice que ANB = 0.

Concluimos entonces que « = b. ¢

Otra mas

Si f no fuera acotada en [a, b] entonces podriamos generar
una sucesion xi, ..., xn,... € [a,b] tal que f({xn}) no fuera
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Funciones continuas

acotada, por ejemplo, dado n € N existiria x,, € [a, b] tal que
f(xn) > n.

Como {xn} es un conjunto infinito y acotado, por el princi-
pio del punto de acumulacién de Bolzano-Weierstrass, existe
o € R que es punto de acumulacién de {x,} y podemos ex-
traer una subsucesion de {x,} que converja a o; por continui-
dad, la imagen bajo f de esa sucesion convergerd a ().

Es decir, habria puntos muy cerca de « cuya imagen esta-
ria lejisimos de f(«). jContradiccion! ¢

2.3. Teorema del maximo

3.1. Teorema. (del maximo). Si f: [a,b] — R es continua en-
tonces alcanza su mdximo.

Demostraciéon. Si f: [a,b] — R es continua entonces esta
acotada. Sea B = sup f([a, b]).

Supongamos que f no alcanza su méximo.

Esto significaria que 3 —f(x) > 0 para toda x € [a,b].
Siendo asi podriamos definir

en [a,b].

Esta funcién es continua en [a, b] y por lo tanto esta aco-
tada. jg esta acotada!

Pero B = sup f([a, b]) significa que B — € no es cota supe-
rior de f([a,b]) y por lo tanto es posible encontrar x tal que
B—e<f(x)<PB,deaqui p—f(x)<ey

1 1
B—flx) &
Es decir, existe x € [a,b] tal que g(x) > % Es decir, g toma
valores tan grandes como se quiera. jg no estd acotada!  ?
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Otra
Sea B =supf([a,bl) y en — 0.

n—oo
Los 3 — en no son cota superior de f ([a, b]) por lo tan-

to existen p —en < f(&) < P, esto significa que existen
&n € [a,b] tales que nlglgo f(&n) = B. El conjunto de puntos
que forman la sucesién {&,} tiene algtin punto de acumu-
lacién & y podemos seleccionar una subsucesion {xn} — &.
Claramente f(x,,) — B. Por continuidad f(¢) = f3.

¢

2.4. Teorema de la continuidad
uniforme

4.1. Teorema. Sif: [a,b] — R es continua entonces es uniforme-
mente continua.

Demostracién. Sea ¢ > 0. Como f es continua, para cada

¢ > 0y cada x € [a,b] existe U(x) tal que f(U(x)) C V¢ (f(x)).
Asociemos a cada x € [a, b] una vecindad V(x) cuyo radio

sea igual a la mitad del radio de la U(x) correspondiente.

Por el teorema de Heine-Borel, basta una subcoleccion fi-
nita de esas vecindades para cubrir [a, b].

Sean dichas vecindades V(x1), ..., V(xn) con radios dy,,

ey Oy

Definimos 6 = min{d,},i=1,...,m.

Aseguramos que § garantiza las condiciones de la conti-
nuidad uniforme para la ¢ dada. Para ello consideramos x’ y
x" € [a, b] tales que |x’ —x"| < 6.

Como Ui, V(xi) 2 [a, b, existe x, tal que x’ € V(x,), es
decir [x" — x;| < dy,. Ahora,



Funciones continuas

X" _ x| = ’X” . X/| + ’X/ X
<" =X+ I =]
<O+ 0y,
< 28y, = radio de U(x,).

Tenemos entonces que x’, x” € U(x;). Por lo tanto
If(x) — f(x")| < e.
Es decir, f es uniformemente continua. ¢

N.B. Estrictamente la situacién en el pentltimo renglén del
parrafo anterior es

fx) —foa)l<e y [fx")—fla)l <e,
por lo tanto
[F(x) — D < IF(XT) — )l + [F(xe) — F(x)] < 2e

lo cual igualmente prueba el teorema.
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